
Intégrale de Fresnel
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DÉMONSTRATION
On va chercher à calculer l’intégrale semi-convergente (d’après la règle d’Abel)

I =

∫ +∞

0

1√
t
eit dt < +∞.

On va montrer le lien avec l’intégrale de Fresnel.
Soit M > 0.∫ M
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eit dt =
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2 · 2u du par le clangement de variable u = t2
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En passant à la limite, on trouve∫ +∞
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du =
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Pour tout x > 0, on pose

ϕ(x) =

∫ +∞

0

1√
t
e−teixt dt.

ϕ est bien définie car l’application t 7→ 1√
t
e−t est intégrable sur ]0; +∞[.

Comme pour tout x0 > 0

• pour tout t > 0, l’application x 7→ 1√
t
e−teixt est dérivable en x0
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• ∀t > 0,

∣∣∣∣ ∂∂x
(

1√
t
e−teixt

)
(x0)

∣∣∣∣ 6 √t e−t intégrable sur [0; +∞[

d’après le théorème de régularité sous l’intégrale, ϕ est de classe C1 sur R+ de
dérivée

ϕ′(x) =

∫ +∞

0

i
√
t e−teixt dt.

Soit x > 0.
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par intégration par parties

= − 1
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= − 1

2(x+ i)
ϕ(x)

On fait une IPP sur [0; +∞[ ce qui n’est pas possible. Normalement, on aurait dû
faire l’IPP sur un domaine [0;M ], M > 0 puis passer à la limite sur M → +∞.
Mais les détails seraient trop longs. Je vous garantis qu’on trouve le résultat sou-
haité. Par ailleurs ce ne sera pas la seule fois où on s’autorisera cet abus mais à
chaque fois ce ne sera qu’une abréviation de la méthode correcte.

Or ∀x > 0,

∫ x

0

1
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t2 + 1
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2
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et ϕ(0) =
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Donc

∀x > 0, ϕ(x) = Γ

(
1

2

)(
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)−1/4
exp

(
i

2
arctan(x)

)
.

Soit x > 0.

√
x ϕ(x) =
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=
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Pour tout y > 0, on pose F (y) =
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u
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Pour tout n ∈ N∗ et y > 0, on pose Fn(y) =

∫ n

1/n

1√
u
e−uyeiu du.

On va montrer que F est limite uniforme des Fn, fonctions continues sur R+.

Soit n ∈ N∗. Soit y > 0.

|F (y)− Fn(y)| =
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On en déduit que ∣∣∣∣F − Fn∣∣∣∣∞ 6 4√
n
< −→
n→+∞

0.

En particulier, F est continue en 0. Donc

lim
x→+∞

√
x ϕ(x) = lim

x→+∞
F

(
1

x

)
= F (0) =

∫ +∞

0

1√
u
eiu du = I.

Or

lim
x→+∞

√
x ϕ(x) = Γ

(
1

2

)
eiπ/4.
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Donc ∫ +∞
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d’après la formule des compléments. �
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